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 گفتارپیش 

های معتبر ای تبدیل شده است. آزمونهای حرفهگیریامروز، دانش مالی به یکی از ارکان اساسی تصمیمدر دنیای 
های خود را به سطحی دهند که مهارتبه متخصصان مالی این امکان را می  2CFAو    1FRMالمللی همچون  بین

ها، آمار و تحلیل ترین مباحث این آزمونکلیدیبالاتر برده و جایگاهی برجسته در دنیای مالی کسب نمایند. یکی از  
 کند.ای هر تحلیلگر مالی نقشی حیاتی ایفا میدانشی که نه تنها در امتحانات، بلکه در مسیر حرفه ؛کمّی است

کنندگان برای شرکت در دو آزمون  این کتاب به عنوان یک راهنمای خودآموز جامع طراحی شده است تا شرکت
های کاربردی، مفاهیم پیچیده آمار و تحلیل کمّی را درک کنند. هدف نویسنده مذکور بتوانند با زبانی ساده و مثال

ای های ریاضی را با توضیحات روشن و قابل فهم کاهش داده و ابزارهای تحلیل را به شیوهاین بوده که پیچیدگی
 عملی ارائه نماید.

سازی های مدیریت، حسابداری و اقتصاد و علاقمندان به یادگیری آمار و مدلدانشجویان رشته  همهبا این وجود،  
 توانند از محتوای این کتاب بهره ببرند. نیز می

شود. های احتمالی مانند رگرسیون است پرداخته میای و کلیدی که لازمه درک مدل، به مباحث پایهنخستدر جلد  
پیشرفته مباحث  به  زمانی، روشسازی  های شبیهای چون روشجلد دوم  استرپ، سری  بوت  و  های مونت کارلو 

 ها و ... اختصاص خواهد داشت. های مهم ارزیابی این روشیادگیری ماشین و ملاک

های مختلف تحلیل داده و در هسته مرکزی آن،  کنیم که مقصد آن آموختنِ روشسفری را آغاز می  ،در این کتاب
های احتمالی ها را به دو گروه روشتوان این روشها و وقایع است. از منظر علم داده، میشناسایی روابط بین پدیده

هرچند در جلد دوم کتاب به    ؛های احتمالی استو غیر احتمالی تقسیم نمود که تمرکز اصلی این کتاب بر روش
 های یادگیری ماشین که غیر احتمالی هستند نیز پرداخته خواهد شد. برخی از روش

آوری به منظور رسیدن به مقصد مذکور، لازم است گام به گام، ابزارها و وسایل مورد نیاز این سفر را تهیه و جمع
ای و مهم تحلیل داده شامل احتمال، متغیرتصادفی و انواع آن، توزیع احتمال نماییم. این ابزارها، شامل مفاهیم پایه 

های احتمال به منظور پاسخ به سؤالات احتمالی و شناسایی روابط بین متغیر تصادفی و نهایتاً استفاده از این توزیع
ای در زمان  شود. این سفر را مانند قصّهمتغیرهای تصادفی است. در هر فصل، به هر یک از این ابزارها پرداخته می 

در هر زمان را   رویم مشکلات مربوط به ابزارهای معرفی شده و راه حل آنهاکنیم و در هر گام که پیش میآغاز می
رویم، مقصد اصلی را به خود یادآوری نماید تا کنیم. خواننده توجه داشته باشد در هر گام که پیش میمطرح می

 بتواند همزمان و به درستی در مسیر گام بردارد.

 
1 Financial Risk Management 
2 Chartered Financial Analyst 
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های مختلف علمی، سعی بر آن  ها تجربه در تدریس و تحقیق در حوزه تحلیل داده در رشتهنویسنده با تکیه بر سال
که   است  پایهبه شیوهنموده  مباحث  و کاربردی  نماید.  ای ساده  تشریح  را  آمار  در  بتواند  ای  کتاب  این  امیدواریم 

های پیش رو آزمون   "نفس و دانش کافیاعتمادبه "راهگشای شما در مسیر موفقیت باشد و به شما کمک کند که با  
 .را پشت سر بگذارید. موفقیت شما، افتخار ماست

خواننده گرامی، دریافت نظرها، پیشنهادها، و انتقادهای شما در بهبود کیفیت این کتاب مهم و مؤثر است. با نشانی 
 با نویسنده مکاتبه فرمایید:  توانیدمیایمیل زیر 

zohreh_toghrayee@yahoo.com 

 یی طغرا زهره

 1404 بهار

https://www.linkedin.com/in/zohreh-toghrayee-3339-a668/ 
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 نخست فصل 

  ای بر احتمالمقدمه

 
یا صرفاً   ،عادرباره یک پدیده مشخص، ادّعایی مطرح نموده است. این ادّ  ی پژوهشگر  سرآغاز:

 باشد.می  هادرباره همان پدیده است یا در مورد ارتباطش با سایر پدیده

 
 : اول گام

 

 

 

 

 فضای نمونه آزمایش تصادفی
احتمال هر عضو 

 فضای نمونه
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 قدمهم

باشیم این گردد و اگر تمایل داشته  باز می  های تصادفیآزمایشها و  موضوع احتمال در ریاضیات به موضوع اندازه
گیری تر برگردیم و چگونگی شکلبهتر است کمی به دوران پیش  ،تر بیاموزیمتر و عمیقمفهوم را به شکل ساده

 این دو مفهوم را بررسی نماییم.

ها، شکل و اسم حیوانات و ... آموزش داده شده است. یکی از  مختلفی همچون رنگ  یمبه همه ما از کودکی مفاه
یاد گرفتیم برخی از اشیاء از برخی دیگر  با استفاده از ابزارهایی مانند متر و ترازو  این مفاهیم مهم، اندازه است که  

 . تر هستندبلندتر و یا برخی سنگین

   

گیری است؛ با این تفاوت کنیم با ابزارهای مختلفی قابل اندازهامروزه، تقریباً تمام آنچه در پیرامون خود مشاهده می
های بندیگیری وجود نداشته و با استفاده از تعاریف و طبقهکه برای برخی از این موارد به طور مستقیم ابزار اندازه

 شود.گیری آنها انجام میمشخصی اندازه

لفه به صورت زیر ؤای شامل سه ممجموعه  ،گیریدر علم ریاضی به منظور ارائه تعریف دقیق و مشخص از اندازه
 شد: ارائه  

 (ها، مجموعه مورد نظرویژگی، اندازه)

مجموعه مورد به    ایاندازه  توانمی  ویژگیدهد با استفاده از حداقل یک  ای فوق نشان میلفهؤسه م  یاین مجموعه
توان با استفاده از اندازه ضلع می  ها()محیط، اندازه ضلع، مجموعه مربع  اختصاص داد. برای مثال، در مجموعه نظر

 آورد: دست به)اندازه( آن را به صورت زیر  حیط)ویژگی( هر مربع )مجموعه مورد نظر(، م

محیط = 4 ×  اندازه ضلع

های محیط، مساحت، حجم و ...را تعریف نمود. بنابراین، اندازهتوان  به همین ترتیب، برای تمام اشکال هندسی می
توانیم بر اساس ماهیت آن مجموعه با استفاده از حداقل یک ای شامل یک مجموعه داشته باشیم، میلهأاگر مس
 ای به آن  مجموعه اختصاص دهیم. اندازه ،ویژگی
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هر نظریه بر مبنای در کنار هم قرار گرفتن دو یا چند گزاره درست ارائه    ،، تا پیش از زمان گالیلهسویی دیگراز  
 شد. برای مثال، دو گزاره زیر را در نظر بگیرید: می

 ارسطو یک انسان است.  ➢
 میرد. هر انسانی می ➢

 توان نتیجه گرفت ارسطو خواهد مرد.  از دو گزاره صحیح فوق می 

بالای برج کج پیزا به صورت همزمان رها و مشاهده پس از آزمایش معروف گالیله که دو گلوله نا هم وزن را از  
پردازی تا  های قبلی همزمان به زمین اصابت کردند، تمام آنچه زیربنای نظریهنمود این دو گلوله بر خلاف نظریه

و مناسب موضوع مورد   تبطمر  یاهای مستلزم انجام آزمایشمقرر شد ارائه هر نظریه  و  آن زمان بود فرو ریخت
کنند و این آزمایش این تر زودتر به زمین اصابت میشد اشیاء سنگینبررسی است. چرا که تا پیش از آن تصور می

 نظریه را رد نموده و مبنای قانون جدید در فیزیک شد.

 

نتایج ای ابتدا آزمایش مربوطه را انجام داده و  های مختلف علم برای بررسی هر فرضیهبنابراین، دانشمندان در حوزه
 هایفرضیه را به نظریه ارتقاء دادند. در راستای انجام آزمایش  ،را مشاهده نموده و سپس در صورت کافی بودن شواهد

 بندی نمایند. تقسیم  2و تصادفی  1قطعی  توانند به دو گروه آزمایش را می  هاپژوهشگران دریافتند این آزمایش  ،مختلف

شود در صورت تکرار هستند که پس از آنکه یکبار انجام و نتیجه آن مشاهده می هاییآزمایش ،قطعی هایآزمایش
مختلف نشان داده شده آب در دمای های  آزمایشنتیجه آن از پیش مشخص است. برای مثال، در    ،آن آزمایش

انتظار داریم   ،اگر چند ظرف مختلف آب را روی حرارت قرار دهیم  ، رسد. بنابرایندرجه فارنهایت به جوش می  100
قطعی پیش از های  آزمایشرو، نتایج  دهد. از ایندرجه بجوشند و البته این اتفاق هم رخ می  100همه آنها در دمای  

 انجام آنها مشخص است. 

 
1 Deterministic Trials 
2 Random Trials 
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از پیش   ، هر بار  1نتیجه  ،ی هستند که اگر بارها و بارها انجام شوند یاهآزمایش  های تصادفیآزمایشدیگر،    سویی از  

دانیم از هر بار پرتاب آن نمیپیش  کنیم و  انجام آن مشخص نیست. برای مثال، یک سکه را بارها و بارها پرتاب می
این س نتایج یک آزمایش تصادفی مشخص  ؤنتیجه پرتاب شیر است یا خط. ممکن است  ال پیش آید که وقتی 

گفت درست است که نتایج را قبل از انجام ال باید  ؤچیست؟ در پاسخ به این س  هاآزمایشفایده انجام این    ،نیست
دانیم سکه مییک  در پرتاب    ،توانند باشند. برای مثالدانیم این نتایج چه چیزهایی میولی می  ،دانیمآزمایش نمی

 است.   6تا  1نتیجه یکی از اعداد صحیح  ،نتیجه یا شیر است یا خط. در پرتاب یک تاس

نامند می  2" فضای نمونه"مجموعه نتایج ممکن هر آزمایش تصادفی را    ،های تصادفیآزمایشن نمودن  به منظور مدوّ

با عنوان پیشامد  نیز  آنها  از  این اعضاء یا ترکیباتی  از  این  شود.شناخته می  3و هر یک  در   هاآزمایش گونه  کاربرد 

و فضای نمونه آنها    های تصادفیآزمایشهای متنوعی از  های مختلف علم بسیار وسیع است. جدول زیر مثالحوزه
 نماید. ارائه میرا 

شود؛ برای گردد در انجام یک آزمایش تصادفی، نتایج بر اساس یک ویژگی بررسی میگونه که مشاهده میهمان
است. هرچند،  مهای بازار بورس، وضعیت تغییر قیمت آن سهام مورد نظر  مثال، در انتخاب تصادفی یکی از سهام

های دیگری همچون حجم خرید و فروش و ...را نیز در نظر گرفت. بنابراین، پژوهشگر از ابتدا آگاه توان ویژگیمی
 است چه ویژگی از این آزمایش تصادفی برای وی اهمیت دارد و بر این اساس منتظر مشاهده چه نتایجی است.  

 

 
1 Outcome 
2 Sample Space or Event Space 
3 Event 
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 نمونه آنها   ی و فضا یتصادف  یهاشیآزماشماره  : شش مثال از  جدول

 نمونه  یفضا ی تصادف شیآزما ف یرد

 {خط  ،شیر} سالم  سکه  ک ی پرتاب 1

)} دو سکه سالم به صورت همزمان   پرتاب 2 ریش (شیر ، ، (خط  ، شیر)  ، (شیر ، خط )  ،  { (خط  ، خط )

 {1،2،3،4،5،6} 1سالم  یوجه شش  تاس ک ی پرتاب 3

4 

  ی لاتیتسه  پرونده  ک ی  ی تصادف  انتخاب 
  ت یوضع  یبررس  منظور  به  بانک  کی  در

 پرونده

ی امهال ، مشکوک الوصول ،معوق ،گذشته  سررسید  ،جاری } } 

5 

  ی هاسهام  از   ی کی  یتصادف  انتخاب 
  آن   متیق  رییتغ  تیوضع  یبررس  و   بورس

 نسبت به دوره قبل 

 {بدون  تغییر قیمت  ،کاهش  ، افزایش }

6 

  از   سهام  دو   همزمان  و   یتصادف  انتخاب
  ت یوضع  یبررس  و   یسهام  15  سبد  کی

 نسبت به دوره قبل  آنها متیق رییتغ

{
  
 

  
مت یق دومی ، افزایش  قیمت  اولی)  (افزایش   ، 

ش یافزا قیمت   اولی) مت یق دومی ، (کاهش    ،

یدوم ، کاهش  قیمت  اولی) مت یق  ش یافزا  )  ،  

مت یق اولی) (کاهش  قیمت  دومی ، کاهش   }
  
 

  
 

 

 
رسد!! یک می شود. آشنا به نظر بر این اساس، با یک مجموعه مواجهیم که بر مبنای حداقل یک ویژگی ساخته می

توان برای این مجموعه و بر اساس این ویژگی)ها( یک اندازه تعریف نمود مجموعه و حداقل یک ویژگی. پس، می
دانیم . به عبارتی، درست است که پیش از انجام یک آزمایش تصادفی نمیاحتمالو آن اندازه چیزی نیست جز  

تواند باشد و برای هر یک از موارد ممکن یا همان اعضاء دانیم چه چیزهایی می ولی می  ، نتیجه آزمایش چیست

، معنی همان شانس را جامعه  آورد. احتمال در تعریف مردمدست  به  "احتمال"ای بنام  توان اندازهفضای نمونه می
ای لفه ؤدهد. به عبارتی، هر یک از این نتایج ممکن چقدر شانس دارند که اتفاق بیفتند. بنابراین، مجموعه سه ممی

 شو.د: که قبلاً به آن اشاره کردیم به صورت زیر تعریف می

ی فضا نمونه  ) یژگیو ،   (احتمال  ، 

دانیم نتیجه شیر یا خط است و اگر سکه سالم ولی می،  دانیم نتیجه چیستبرای مثال، پیش از پرتاب یک سکه نمی
باشد. گفتنی است در صورت در نظر گرفتن تنها یک ویژگی با مفاهیم می  0.5باشد شانس مشاهده شیر و یا خط  

این ساده ارتباطات  که  است  این  مستلزم  ویژگی  از یک  بیش  نمودن  داریم و محسوب  کار  سرو  احتمال  از  تری 

 
1 The role of a fair six-sided die 
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. سازدها مورد بررسی قرار گیرد و در این صورت ابعاد محاسبه احتمالات را با پیچیدگی بیشتری مواجه می ویژگی
 گیرد:  مختلف مورد بررسی قرار می حوزهدر سه  این موضوع،

 قسمت احتمالات توأم و شرطی  حوزه احتمال: ➢
 کواریانس و ضریب همبستگی  قسمت  :متغیرهای تصادفی حوزه ➢
 های مختلف آماری و یادگیری ماشین مدل : قسمتسازی و شناسایی الگو مدل حوزه ➢

وجودی مفهوم احتمال آشنا شدیم. از این پس، قدم به قدم با مفاهیم بیشتر در مورد بنابراین، تا اینجا با فلسفه  
ای از مشاهدات نهیم که منتهی به شناسایی الگوها در مجموعهفضای نمونه و احتمال آشنا شده و در مسیری گام می

بهره استنباط و استنتاج و نیز پیش بینی    گردد تا بتوان از آن برایمی  های تصادفیآزمایشآمده از انجام  دست  به 
 .   برد

 مفاهیم مرتبط با احتمال 

توان با قطعیت بیان کرد. پرتاب  فرآیندی است که بر مبنای شانس بوده و نتایج آن را نمی  آزمایش تصادفی: .1

 "رخداد". نتایج یک آزمایش تصادفی را  نام برد  های تصادفیتوان به عنوان آزمایشیک تاس یا سکه را می

 نامند.  می "اتفاق"یا 
: مجموعه تمام نتایج ممکن یک آزمایش تصادفی است. فضای نمونه را به صورت یک مجموعه  فضای نمونه .2

 ، فضای نمونه عبارتست از : پرتاب یک سکهدهند. در مثال نشان می

 {خط ،شیر }
تواند یکی از نتایج ممکن یا ترکیبی از نتایج ممکن آزمایش فضای نمونه است که میای از  : زیرمجموعهپیشامد .3

تواند ظاهر شدن یک عدد فرد باشد که به صورت  در پرتاب یک تاس، پیشامد میتصادفی باشد. برای مثال  
 دهیم:زیر نشان می

 {5و3و1}

های ممکن یک به هر یک از زیرمجموعهشود، در حالیکه  گفته می  جهینت،  فضای نمونه  یبه هریک از اعضا:  توجه

 گویند.می شامدیپ، فضای نمونه

را برای   Bفرزندی. اگر    3  عبارتست از تعیین جنسیت فرزندان یک خانواده    تصادفی  فرض کنید آزمایش:  مثال

 را برای نشان دادن دختر استفاده کنیم، فضای نمونه آزمایش را تعیین کنید. Gنشان دادن پسر و 

قبل از انتخاب خانواده مورد   فرزندان،   توجه داشته باشید آزمایش مورد نظر یک آزمایش تصادفی است، یعنی جنسیت
 ممکن عبارتست از:  . نتایجو همان ویژگی نداشتن قطعیت درباره نتیجه آزمایش است مشخص نیستنظر 
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 حالت فرزند اول فرزند دوم  فرزند سوم
B B B 1 

G B B 2 

B G B 3 

G G B 4 

G G G 5 

B G G 6 

G B G 7 

B B G 8 

 
 دهیم:بنابراین فضای نمونه را به صورت زیر نشان می

{𝐵𝐵𝐵, 𝐵𝐵𝐺, 𝐵𝐺𝐵, 𝐵𝐺𝐺, 𝐺𝐺𝐺, 𝐺𝐺𝐵, 𝐺𝐵𝐺, 𝐺𝐵𝐵} 
 

 پردازیم. به موضوع محاسبه احتمال می ، و  فضای نمونه پیشامدبراساس تعریف  اکنون،

ای است که نشان دهنده شانس وقوع یک خاص است و گونه بیان نمود که احتمال، اندازهتوان اینمی  ،در تعریف
بندی یک مجموعه این بود های تقسیمهای پیش ملاحظه نمودیم یکی از راهشود. در قسمتنشان داده می  1Pبا  

هایی از توان به زیرمجموعهها هیچ نقطه مشترکی نداشته باشند. بنابراین، فضای نمونه را نیز میکه زیرمجموعه
میپیشامد باشند.  مشترک  نقطه  بدون  و  مجزا  هم  از  کاملاً  که  کرد  تقسیم  با  ها  را  ها  زیرمجموعه  این  توان 

{𝐸1, 𝐸2, …  طوری که هر زیرمجموعه نیز احتمال مربوط به خود را داشته باشد: ؛نشان داد  {

{P(E1), P(E2),… } 

 

 
1 Probability 

𝐸1 

E2 

𝐸n 
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 دو ویژگی مهم زیر را داراست: هر یک از پیشامدها    Pمقدار یا در این صورت احتمال

1) 0 ≤ 𝑃(𝐸𝑖) ≤ 1 

2) P(E1) + P(E2) + ⋯+ P(E𝑛) = 1 

ی در حالت کلی یک عدد مثبت و کوچکتر از یک است.  پیشامدکند اندازه احتمال هر  ( بیان می1ویژگی شماره )
( بازگو کننده این 2در هر مسئله و با هر روشی محاسبه شود این ویژگی را دارد. اما ویژگی شماره )  ،این احتمال

های بوجود آمده ای باشد که هیچ یک از زیر مجموعهبندی فضای نمونه به گونهواقعیت است که اگر نحوه تقسیم
باشند  نمونه یک است.    ،نقطه مشترکی نداشته  به عبارتی احتمال فضای  برابر یک است.  آنها  احتمال تمام  جمع 

فضای نمونه به عنوان مجموعه مرجع و بزرگترین مجموعه    ،شودتوان گفت وقتی یک آزمایش تصادفی انجام میمی
به این دلیل که به هرحال یکی از اعضای فضای نمونه رخ   ؛دارد  یکاحتمال وقوع    ،در ارتباط با آزمایش انجام شده

 دهد. می

و سپس    تصادفی  آزمایش  ابتدا  احتمال،  در محاسبه  نمونه  بنابراین  تعیین شوند.فضای  باید  نظر  محاسبه    مورد 
آوریم، چرا که دست  به نماید درباره اینکه هر پیشامدی چقدر شانس وقوع دارد اطلاعاتی احتمالات به ما کمک می

گاهی به دنبال پیشامدی با بیشترین شانس وقوع و گاهی به دنبال پیشامدی با کمترین شانس رخ دادن هستیم. از  
 هایی برای محاسبه احتمال باشیم.رو، لازم است به دنبال روش یا روشاین

 به طور کلی سه رویکرد برای محاسبه احتمال وجود دارد: 

شود که در دسترس  ای در نظر گرفته میروش کلاسیک: در این روش، فضای نمونه آزمایش به عنوان مجموعه  .1
فضای نمونه شانس یکسان   یاعضاشود تمام بوده و تعداد اعضایش قابل شمارش است. همچنین، فرض می

 شود: به صورت زیر محاسبه می Eی مانند رخ دادن پیشامداحتمال ، برای رخ دادن دارند. بنابراین

𝑃(𝐸) =
𝑛(𝐸)

𝑛(𝑆)
=
𝐸 تعداد   نتایج  موجود  در

تعداد  اعضاء فضای نمونه 
 

آزمایش مورد نظر، پرتاب یک تاس باشد. احتمال  اینکه عدد ظاهر شده یک عدد فرد باشد چقدر : فرض کنید  مثال

 است؟ 

فضای نمونه  = {1,2,3,4,5,6} 

𝐸 = فردبودن  عدد  ظاهر شده  در پرتاب تاس = {1,3,5} 

𝑛(𝐸) = 3 

𝑛(𝑆) = 6 
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𝑃(𝐸) =
𝑛(𝐸)

𝑛(𝑆)
=
3

6
=
1

2
 

 

محاسبه احتمال بر مبنای   به فضای نمونه اصلی دسترسی نداریم و به همین دلیل،  روش تجربی: در این روش، .2
شود دختر باشد و یا احتمال اینکه بچه بعدی که در خانواده متولد می  ،شود. مثلاً های موجود انجام می تجربه

ساله یک سال دیگر زنده بماند. احتمالات ذکر شده از روش کلاسیک قابل محاسبه    80احتمال اینکه یک فرد  
از مواقع به تمام اعضای   و البته در بسیاری  مختلف آزمایش مورد نظر، شانس یکسان ندارند  نتایجزیرا    ،نیستند

 . فضای نمونه دسترسی نداریم

تا  پیشامدبرای محاسبه احتمال چنین    بارها تحت شرایط یکسان تکرار شود  بارها و  باید آزمایش مربوطه  هایی، 
نمونه اصلی دست می  آیددست  بهپیشامد  فراوانی نسبی آن   از فضای  به تقریبی  ترتیب  این  به  این   یابیم.و  اگر 

 برابر است با: A پیشامدبار مشاهده شود، احتمال وقوع   fدر این آزمایش  A  پیشامد بار انجام شده و  nآزمایش 

𝑃(𝐴) =
𝑓

𝑛
 

 رساند. که احتمال فوق به نوعی، مفهوم فراوانی نسبی را می

شود تا بتوان تصویر نسبتاً دقیقی از فضای نمونه  در واقع در این روش، به تعداد کافی آزمایش تصادفی انجام می
 آورد.دست به 

اند رنگ لیمویی دارند. خودرو که به تصادف انتخاب شده  10خودروی تولید شده در یک کارخانه    500از بین    :مثال

 کنیم رنگ لیمویی داشته باشد؟ چقدر احتمال دارد خودروی بعدی را که انتخاب می

 شود. در این آزمایش: شود این احتمال بر مبنای تجربه قبلی محاسبه میهمانطور که مشاهده می

𝑛 = 500 

𝑓 = 10 

𝑃 نیماش بعدی) یی مویل بودن   ) =
10

500
 

 
طوری که فرض    ،آیدمیدست  به نیز بر اساس مفهوم فراوانی نسبی     پیشامد مورد نظر  به بیانی دیگر، احتمال واقعی

همان احتمال   ،در تعداد بسیار زیاد آزمایش  آن پیشامدشود آزمایش به تعداد بسیار زیاد انجام شده و فراوانی نسبی  می
 واقعی مربوط به آن است. 
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روش قضاوتی: در این روش مقدار احتمال بر اساس حدس، تخمین، عقاید و یا اطلاعات تقریبی از افراد خبره   .3
آید. برای مثال، احتمال اینکه علی در امتحان درس کنترل کیفیت نمره الف میدست  بهو یا مطالعات پیشین  

بر اساس این است که اطلاعاتی درباره   بگیرد یا احتمال اینکه تیم بسکتبال الف در مقابل تیم ب برنده شود
های قبلی  دو تیم بسکتبال الف و ب را تماشا نحوه و میزان درس خواندن علی داشته باشیم و یا اینکه بازی
چرا که علی بارها و بارها   .آورده باشیمدست  به کرده و اطلاعاتی درباره بازیکنان و چگونگی بازی تیمی آنها  

 ن شرکت نکرده که بتوانیم تعداد دفعاتی که نمره الف گرفته را بشماریم. در این امتحا

 احتمالات شرطی و استقلال

های پیشامداحتمالات    ،انجام یک آزمایش، با توجه به فضای نمونه کل آزمایشهمانطور که ملاحظه شد پس از  
محاسبه   تصادفی  .شوندمیمختلف  آزمایش  یک  انجام  در  مواقع  از  بسیاری  نظر ،  در  مورد  پیشامد  یک  از  بیش 

شود که عبارتند در این صورت سه نوع توزیع احتمال روی فضای نمونه این آزمایش تعریف میپژوهشگر است که 

   . 4یا غیر شرطی  3ایو توزیع احتمال حاشیه 2ع احتمال شرطی، توزی1از توزیع احتمال توأم

شود و در صورتی که برای هر یک از پیشامدها می  تعریف  توزیع احتمال توأم  ،در حالت کلی، روی کل فضای نمونه
توان فضای نمونه  گاهی می،  اماای مواجه هستیم.  آوریم، با احتمالات حاشیهدست  به به صورت جداگانه احتمال را  

 وجود داشته باشد.   تصادفی افتد که اطلاعات بیشتری از آزمایشرا کوچکتر نمود و این زمانی اتفاق می

ها نداشته باشیم  واژه پیشامدخاصی مورد نظر بوده و هیچ گونه اطلاعات دیگری درباره سایر    پیشامدوقتی    ،بنابراین

و هدفمان محاسبه  همزمان مورد نظر باشد  به صورت  دیگری    پیشامدرود. اما وقتی  میکار  به  "ایاحتمالات حاشیه"
پیشامد   درباره  اطلاعاتی  داشتن  با  پیشامد  باشداحتمال یک  می  ،دیگر  احتمالات شرطی مطرح  به  موضوع  شود. 

 احتمالات شرطی همان احتمالات معمولی به شرط داشتن اطلاعات اضافه هستند.  ،عبارتی

دانیم بوده و نیز می  Aمورد نظر  پیشامد    ای که به گونه  ، تعریف شود  Bو    Aروی فضای نمونه دو پیشامد  فرض کنید  
که همان احتمال شرطی است    𝑃(𝐴|𝐵)با     Bبه شرط     Aاحتمال     ،رخ داده است. دراین صورت  Bکه پیشامد  

 شود:  نشان داده شده و به شکل زیر محاسبه می

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
 

 
1 Joint Probability Distribution 
2 Conditional Probability Distribution 
3 Marginal Probability Distribution 
4 Unconditional Probability 
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𝑃(𝐴که در آن    ∩ 𝐵)    همان توزیع   کههمزمان با یکدیگر رخ دهند  به طور  احتمال این است که هر دو پیشامد
   .باشدمی Bپیشامد رخ دادن ای مربوط به احتمال حاشیه  𝑃(𝐵)احتمال توأم است. از طرفی،  

است که از فضای نمونه اصلی آزمایش فضای نمونه جدید    ، Bپیشامد    ،توجه داشته باشیم در احتمال شرطی فوق
کنند و در محاسبه فضای نمونه جدید خلق میباشد. در واقع، اطلاعات اضافی برای ما یک  تصادفی کوچکتر می

  است. Bپیشامد  یفضای نمونه، تعداد اعضا یمبنای تعداد اعضا ،احتمالات

,𝐴1پیشامد    nفرض کنید تعداد   ت فوق را تعمیم داده وحال 𝐴2, … , 𝐴𝑛     .در فضای نمونه وجود دارد

توأم احتمالات  این صورت،  ترتیبای(  )حاشیهو غیر شرطی  شرطی  ،  در  زیر نشان داده    ،به  به صورت 

 شود: می

• 𝑃(𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛) 

• 𝑃(𝐴𝑖|𝐴𝑗)    ; 𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛,   𝑖 ≠ 𝑗 

• 𝑃(𝐴𝑖)   ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

باشند شود که آیا موافق کاهش ساعات اداری می ال پرسش می ؤنفر از افراد جامعه این س  500فرض کنید از  :  مثال

درباره جنسیت این افراد به صورت یا خیر؟ پاسخ آنها به  صورت موافق یا مخالف است. یک اطلاع اضافی هم  
احتمال موافق بودن این فرد به شرط شود.  فرض کنید یک نفر به تصادف انتخاب می  جدول زیر داده شده است.

 باشد چقدر است؟  زن اینکه فرد انتخاب شده 

 جمع زن  مرد

 موافق 170 110

 مخالف 30 190

 جمع  200 300

ه شده در مسأله و نیز ئ: در حل مسائل احتمالاتی این نکته مهم را در نظر بگیرید که همیشه اطلاعات اراتوجه

صورت سؤال اصلی را باید به زبان احتمالاتی نوشت که به این منظور لازم است هر یک از پیشامدها به درستی 
 تشخیص داده شود. 

ال مورد نظر عبارتست از ؤس   ،دهیم. بنابرایننشان می  Bبودن را با    زنپیشامد  و     Aموافق بودن را  با     پیشامد
𝑃(𝐴|𝐵). 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
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 کنیم:احتمال صورت و مخرج کسر فوق را با توجه به جدول به صورت زیر محاسبه می

 ها را بر تعداد کل افراد تقسیم نماییم: باید تعداد کل زن ،در محاسبه احتمال زن بودن  •

P(B) =
170 + 30

500
=
200

500
 

باید تعداد   ،موافق باشد  مطرح شدهال ؤهم با س  و باشد  زنهم یک مورد نظر فرد برای محاسبه احتمال اینکه  •
 چنین افرادی بر تعداد کل تقسیم شود:

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
170

500
 

 نظر برابر است با: د احتمال شرطی مور ،بنابراین

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
170

500⁄

200/500
=
170

200
= 0.85 

ال ؤاحتمال موافق بودن فرد انتخاب شده با س  تنها  داده نشده باشد و بخواهیمای  فرض کنید اطلاعات اضافه  اکنون،
 مورد نظر را محاسبه نماییم:

𝑃(𝐴) =
170 + 110

500
=
280

500
= 0.56 

شود، اعداد مندرج در هر می ارائه  : در مسائلی که اطلاعات به صورت جدول فوق موسوم به جدول توافقی  توجه

گیرند. سطر و ستون مورد استفاده قرار می  ،های جدول برای محاسبه احتمال توأم یا مشترک دو پیشامدیک از خانه
با دهد که زن هستند و  افرادی را نشان میردیف و ستون اول، تعداد  مربوط به  در خانه    170در مثال فوق، عدد  

 سؤال مورد نظر موافق هستند.

 ظاهر شود چقدر است؟   3عدد  ،: احتمال اینکه در پرتاب یک تاسمثال

 {6و5و4و3و2و1}له فضای نمونه عبارتست از :                                                                                 أدر این مس

𝑃 (عدد 3 ظاهر شود) =
1

6
= 0.167 

 مشاهده شود چقدر است؟  4یا  3له، احتمال اینکه در پرتاب تاس اعداد أدر همین مس

𝑃 (4 یا  3) = 𝑃(3) + 𝑃(4) =
1

6
+
1

6
=
2

6
= 0.33 
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ظاهر شود به    3عدد  ،  له به صورت دیگری مطرح شود: احتمال اینکه در پرتاب یک تاسأفرض کنید مس  ،اکنون
 دانیم عدد ظاهر شده یک عدد فرد است؟ شرط اینکه می 

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می Bو   Aهای پیشامد در این حالت 

𝐴 = {عدد  3 ظاهر شود} = {3} 

𝐵 = {عدد  فرد باشد } =  {5و3و1}
𝐴  :  بنابراین ∩ 𝐵 =   3نماید  که اکنون نقش فضای نمونه جدید را ایفا می   Bکه یک عضو دارد و پیشامد     {3}

 عضو دارد. پس: 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
1

3
 

توان فضای نمونه را به صورت یک مجموعه نشان  لی که میئدر مسادر حل مسأله فوق از این نکته بهره بردیم که  
 دهیم.و محاسبات فوق را انجام میکرده های شمارش استفاده داد، از فرمول

است. علی از اخبار هواشناسی متوجه   0.023: احتمال اینکه هوا برفی بوده و اتوبوس هم دیر به ایستگاه برسد مثال
احتمال اینکه اتوبوس به ایستگاه   ،است. اگر برف ببارد  ٪40بینی شده شانس اینکه هوا برفی باشد  پیش شود که  می

 دیر برسد چقدر است؟ 

 داریم:  پیشامددر این مثال دو 

𝐴 =  برفی  بودن هوا

𝐵 =  دیر رسیدن  اتوبوس  به ایستگاه
 جمله اول در صورت مسئله، احتمال به وقوع پیوستن هر دو  است:       

 P(A ∩ B) = 0.023 

                          ه شده است:   ئاحتمال برفی بودن هوا ارا ،در جمله دوم

   P(A) = 0.4 

 احتمال دیر رسیدن اتوبوس به شرط برفی بودن برابر است با:  ،بنابراین

𝑃(B|A) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

P(A)
=
0.023

0.4
= 0.057 
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𝑃(𝐴جای  به  گذاری: در بسیاری از متون آماری در نمادتوجه ∩ 𝐵)    از𝑃(𝐴𝐵)    و یا𝑃(𝐴, 𝐵)  1. شوداستفاده می 

که از اهمیت بسیار  احتمالات شرطی باید مورد توجه قرار گیرد: استقلال و قاعده ضرب احتمالاتو نتیجه مهم از د
 . قابل توجهی برخوردارند 

گونه دهند. در صورتی که وقوع پیشامد دوم هیچبستگی دو پیشامد را نشان میوااحتمالات شرطی به نوعی   •
هستند. به عبارتی، داشتن اطلاع از    مستقلگوییم، دو پیشامد  بستگی به وقوع پیشامد اول نداشته باشد میوا

 کند، یعنی:وقوع پیشامد اول هیچ گونه تغییری در محاسبه احتمال پیشامد دوم ایجاد نمی

 

𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴) 
 از یکدیگر مستقل هستند.  Bو   Aگوییم دو پیشامد صورت میدر این

 شود: نشان داده می نیز مفهوم استقلال در آمار به صورت زیر 

P(A ∩ B) = P(A) × P(B) 
سالم و معیوب برای   CDنوع کارخانه مختلف است. تعداد    تولید شده توسط دو  CDعدد    100 ای شاملجعبه:  مثال

  کارخانه   دوها در    CDتولید این  دو پیشامد زیر در ارتباط با  هر دو برند به صورت جدول زیر نشان داده شده است. آیا  
 باشند؟ اند مستقل میکه به صورت زیر تعریف شده مذکور

A  یک :CD   به تصادف انتخاب شده و توسط کارخانهA  .تولید شده باشد 

B  یک :CD  .به تصادف انتخاب شده و معیوب باشد 

  وبیمع سالم جمع

 الف   کارخانه 9 51 60

  ب  کارخانه 6 34 40

 جمع 15 85 100

𝑃(𝐵) =
تعداد 𝐶𝐷 های  معیوب

تعداد کل 𝐶𝐷 ها
=
15

100
= 0.15 

 

𝑃(𝐴) =
تعداد 𝐶𝐷 های  تولید شده توسط  کارخانه الف

تعداد کل𝐶𝐷 ها
=
60

100
= 0.6 

 
 استفاده شده است.  chweserNotesS (Quantitative Analysis)  گذاری در کتاباین نماد 1
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ای برابر  های حاشیههای شرطی با احتمالاحتمال  اگرکنیم  به منظور دریافتن استقلال این دو پیشامد بررسی می
 توان نتیجه گرفت. مستقل بودن دو را می ،باشند

P(B|A) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

P(A)
=
9

60
= 0.15 = P(B) 

 

P(A|B) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

P(B)
=
9

15
= 0.6 = P(A) 

 باشند.دو مورد نظر مستقل می ،بنابراین

پیشامد مستقل از  nتعداد که  در صورتیدهیم. در این قسمت، استقلال پیشامدهای یک فضای نمونه را تعمیم می
,𝐴1هم  𝐴2, … , 𝐴𝑛    :در فضای نمونه وجود داشته باشد داریم 

𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ …∩ 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1) × 𝑃(𝐴2) × …× 𝑃(𝐴𝑛)  
 

بخش آموختیم که شرط استقلال دو یا چند پیشامد در یک آزمایش تصادفی و نحوه نمادگذاری   بنابراین، در این
 احتمالاتی آن چیست.

 باشد: بر اساس فرمول احتمال شرطی میوقتی دو پیشامد داریم، قاعده ضرب احتمالات  •
 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

P(B)
→ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = P(B) × 𝑃(𝐴|𝐵) 

 از طرفی: 

𝑃(𝐵|𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

P(A)
→ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = P(A) × 𝑃(𝐵|𝐴) 

توان بر حسب احتمال شرطی و غیر شرطی دو بنابراین، احتمال اشتراک دو پیشامد یا احتمال توأم دو پیشامد را می
 پیشامد مورد نظر نوشت. 

,𝐴1 فرض کنید تعداد مراحل یا افرازهای بیشتری وجود دارد. پیشامدهای   ،اکنون 𝐴2, … , 𝐴𝑛      .را در نظر بگیرید
 صورت، قانون ضرب احتمالات به صورت زیر است: در این

𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ …∩ 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1|𝐴2 ∩ …∩ 𝐴𝑛) × 𝑃(𝐴2|𝐴3 ∩ …∩ 𝐴𝑛) × …× 𝑃(𝐴𝑛) 
 

به  همانطور که مشاهده می نمونه  پیشامدها     nشود فضای  تمام  اینکه  احتمال  است.  تقسیم شده  بخش مجزا 
 آید.میدست به ای از احتمالات شرطی  همزمان باهم اتفاق بیفتد به صورت حاصل ضرب مجموعه
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محاسبه احتمال یک پیشامد )احتمال غیر شرطی( بر اساس احتمالات   ،یکی از کاربردهای مهم قاعده ضرب احتمال
,𝐴1پیشامد     nفوق فرض کنید علاوه بر    تشرطی است. در حال 𝐴2, … , 𝐴𝑛    پیشامد ،B    نیز روی فضای نمونه

 توان در شکل زیر متصور شد: هدف نیز محاسبه احتمال آن است. چنین حالتی را میتعریف شده و 

 
 شود: به صورت زیر محاسبه می Bدر این صورت، احتمال پیشامد 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴1) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴2) + ⋯+ 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴𝑛) 
= 𝑃(𝐵|𝐴1) × 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐵|𝐴2) × 𝑃(𝐴2) + ⋯+ 𝑃(𝐵|𝐴𝑛) × 𝑃(𝐴𝑛) 

 

: فرض کنید تحصیلات دانشگاهی کارکنان یک شرکت مالی در یکی از سه گروه بدون تحصیلات دانشگاهی،  مثال

دارای   % 30کارکنان بدون تحصیلات دانشگاهی،    % 60به طوری که    ؛ اندبندی شدهلیسانس و بالاتر از لیسانس طبقه
های گذاریباشد. از طرفی، از جنبه سیاست از آنان نیز بالاتر از لیسانس می   %10تحصیلات لیسانس و تحصیلات  

هزار دلار درآمد دارند از اهمیت بیشتری   40ای برای هیئت مدیره این شرکت، افرادی که سالانه بیش از  هزینه
  %10اند درآمد سالانه  دریافته  ،برخوردارند. به همین دلیل، بر اساس یک بررسی از درآمد کارکنان شرکت مذکور

در مورد کارکنان با درآمد  هزار دلار است. درحالیکه، این میزان    40کارکنان بدون تحصیلات دانشگاهی بیش از  
ال هیئت مدیره این ؤباشد. سمی  %100لیسانس    و برای کارکنان با تحصیلات بالاتر از  %70تحصیلات لیسانس  

هزار دلار می  40است که با توجه به این اطلاعات چند درصد از کارکنان این شرکت دارای درآمد سالانه بیشتر از 
 باشند؟

گونه که ابتدا باید اطلاعات داده شده در مسأله را با زبان احتمالی ترجمه نماییم. همان  ،به منظور پاسخ به این سؤال
سالانه فرد از    شود دو پیشامد در این بررسی در نظر گرفته شده است: تحصیلات فرد و اینکه آیا درآمدمشاهده می

برای آن    𝐵3و    𝐵1  ،𝐵2سه گروه  دهیم، نشان  Bرا با هزار دلار بیشتر است یا خیر. اگر پیشامد تحصیلات  40
 داریم:  رو،. از ایندهیممینشان  Aهزار دلار را با  40درآمد بیشتر از  گرفت. از سویی دیگر، در نظرتوان می

𝑃(𝐵1) = 0.6 

𝑃(𝐵2) = 0.3 

𝑃(𝐵3) = 0.1 

 توجه داشته باشیم جمع احتمالات برابر یک است. 
 

𝑃(𝐴|𝐵1) = 0.1 

𝑃(𝐴|𝐵2) = 0.7 
𝑃(𝐴|𝐵1) = 1 

𝑃(𝐴)     سؤال: =? 

 تحصیلاتی هزار دلار در هر طبقه  40مد بیش از آاحتمالات در

 احتمالات سه طبقه تحصیلاتی 
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 کنیم:در پاسخ به این سؤال، از فرمول قاعده احتمال به صورت زیر استفاده می

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵1) +  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵2) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵3) 
=𝑃(𝐴|𝐵1) × 𝑃(𝐵1) + 𝑃(𝐴|𝐵2) × 𝑃(𝐵2) + 𝑃(𝐴|𝐵3) × 𝑃(𝐵3) 

=0.1 × 0.6 + 0.7 × 0.3 + 1 × 0.1 = 0.37 
 

 هزار دلار برخوردارند.  40از درآمد سالانه بالای  ،کارکنان %37توان گفت در این شرکت می ،بنابراین

و احتمالات بوده و زیربنای موضوع احتمال بیز   علاوه بر قاعده احتمال، احتمال شرطی از مباحث بسیار مهم در آمار

رهیافت جدیدی در محاسبه احتمالات و استنباط  و( پیشنهاد شد 1702-1761)1اولین بار توسط توماس بیز  واست 

تر محاسبه  نمود. در این رویکرد، یک احتمال شرطی بر مبنای احتمال شرطی دیگر و اطلاعات اضافهارائه  آماری  
در فضای نمونه آزمایش تصادفی به صورت   Bو    A  پیشامدتر این روش با فرض وجود تنها دو  شود. نسخه سادهمی

 زیر است: 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐵|𝐴) × 𝑃(𝐴)

𝑃(𝐵)
 

 

 𝑃(𝐵) ≠  0که 

ای است که از قبل اطلاعاتی درباره احتمال به گونه Aپردازیم. پیشامد ر اینجا با تعمق بیشتری به این فرمول مید
  ، ایم و با توجه به این اطلاعات جدیدآوردهدست  به   B. اکنون اطلاعاتی درباره پیشامد     𝑃(𝐴)وقوع آن داریم :   

روزرسانی  به نماییم را  نامگذاری می  "احتمال پیشین"  ( که از این پس آن را با  𝑃(𝐴)خواهیم احتمال قبلی ) می
. به عبارتی،  باشدمی   رخ داده است   Bدانیم  به شرط آنکه می  Aکنیم. آنچه به دنبال آن هستیم احتمال رخ دادن   

دستیابی به اطلاعات پیشامد دیگر    پس از روزرسانی احتمال یک پیشامد  به رهیافت    ،رویکرد بیز در محاسبه احتمالات

 نامند.  می "احتمال پسین "روز رسانی شده را به است و این احتمال 

 آوریم:میدست به را نیز به صورت زیر  Bاحتمال پیشامد  ،بر اساس قاعده احتمال کل  ،از طرفی

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴′) = 𝑃(𝐵|𝐴) × 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵|𝐴′)𝑃(𝐴′) 
 

تشخیص دو پیشامد فوق و نیز احتمال پیشین از اهمیت زیادی   ،ل مربوط به قاعده بیزئتوجه داشته باشید در حل مسا
 برخوردار است.  

 
1 Thomas Bayes 
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ه شده و به شکلی است که فرد بیمار را ئارا  (HIVفرض کنید آزمایش جدیدی برای تشخیص بیماری ایدز ) :مثال

قادر به شناسایی این فرد نیست. همچنین، از اطلاعات  ،درصد مواقع  0.2کند و در درصد مواقع شناسایی می 99در 
است. فرد جدیدی در  0.00001دانیم احتمال اینکه در این جامعه یک نفر به بیماری ایدز مبتلا شده باشد  میقبلی  

 این آزمایش شرکت کرده و پاسخ آن مثبت شده است. احتمال ابتلای این فرد به بیماری مذکور چیست؟ 

بیان  أاز آنجایی که در صورت مس این جامعه  از اطلاعات قبلی می  شدهله  ایدز در  بیماری  به  ابتلا  دانیم احتمال 
روزرسانی به پیشامد اصلی است که قرار است احتمال وقوع آن را    ،ابتلا به بیماری ایدز  است یعنی اولاً  0.00001

 باشد. می 0.00001و ثانیاً احتمال پیشین آن نیز  نماییم

 نویسیم: ابتدا اطلاعات داده شده در مساله را با نمادگذاری احتمالی می

𝑃(𝐻𝐼𝑉) = 0.00001 

𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 + |𝑁𝑜 𝐻𝐼𝑉) = 0.002 

𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 + |𝐻𝐼𝑉) = 0.999 
 

 دهیم:ال مسئله پاسخ میؤبا استفاده از فرمول قاعده بیز به س در مرحله بعد،

𝑃(𝐻𝐼𝑉|𝑡𝑒𝑠𝑡 +) =
𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 + |𝐻𝐼𝑉) × 𝑃(𝐻𝐼𝑉)

𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 +)
 

 

=
𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 + |𝐻𝐼𝑉) × 𝑃(𝐻𝐼𝑉)

𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 + |𝐻𝐼𝑉) × 𝑃(𝐻𝐼𝑉) + 𝑃(𝑡𝑒𝑠𝑡 + |𝑁𝑜 𝐻𝐼𝑉) × 𝑃(𝑁𝑜 𝐻𝐼𝑉)
 

 

=
0.999 × 0.00001

0.999 × 0.00001 + 0.002 × 0.99999
= 0.00497 

 

است و در این صورت احتمال رشد   0.6عملکرد بهتری داشته باشد  ی  : فرض کنید احتمال اینکه اقتصاد کشورمثال

از عملکرد   کشوراست. از طرفی، احتمال اینکه اقتصاد این    0.3و احتمال کاهش ارزش آن    0.7یک سهام خاص  
 0.8و احتمال کاهش ارزش آن    0.2است و در این صورت احتمال رشد همان سهام    0.4ضعیفی برخوردار شود  

باشد. در شرایطی هستیم که مطلع شدیم قیمت سهام مذکور رشد داشته است. احتمال اینکه اقتصاد این کشور می
 عملکرد خوبی داشته باشد چقدر است؟
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شود در این مسأله دو پیشامد مطرح شده است: عملکرد اقتصاد )در دو طبقه بهتر و ضعیف( گونه که مشاهده میهمان
ابتدا   ، دهیم. به منظور پاسخ به این سؤالنشان می  Bو   Aو قیمت سهام )دو طبقه رشد و کاهش( که به ترتیب با 

 نویسیم: اطلاعات داده شده مسأله را با زبان احتمالات می

 
𝑃(𝐵1|𝐴 +) = 0.7 

𝑃(𝐵2|𝐴 +) = 0.3 

𝑃(𝐵1|𝐴 −) = 0.2 

𝑃(𝐵2|𝐴 −) = 0.8 

 

𝑃(𝐴 +) = 0.6 

𝑃(𝐴 −) = 0.4 

 سؤال: 

𝑃(𝐴 + |𝐵1)=? 

 دهیم: استفاده از فرمول بیز به صورت زیر به سؤال فوق پاسخ میبا 

𝑃(𝐴 + |𝐵1) =
𝑃(𝐵1|𝐴 +) × 𝑃(𝐴 +)

𝑃(𝐵1)
 

=
𝑃(𝐵1|𝐴 +) × 𝑃(𝐴 +)

𝑃(𝐵1|𝐴 +) × 𝑃(𝐴 +) + 𝑃(𝐵1|𝐴 −) × 𝑃(𝐴 −)
 

=
0.7 × 0.6

0.7 × 0.6 + 0.2 × 0.4
=
0.42

0.5
= 0.84 

 اقتصاد آن کشور عملکرد بهتری داشته است.  0.84به عبارتی اگر قیمت سهام رشد داشته باشد، با احتمال 

توان با شیوه درختی نیز حل نمود. در این شیوه، ابتدا پردازیم. مسائل بیز را میدر اینجا به ذکر نکته کاربردی می
ارا اپیشامدی که احتمالات پیشین بر گیرد و سپس پیشامد دیگر که  در ریشه درخت قرار می  ،ه شده است ئی آن 

ه شده در ئاحتمالات ارا   ، دهیم. سپسهای درخت قرار میاختیار داریم در ساقهاحتمالات آن را به شرط این ریشه در  
 شود. ها نوشته میها و ساقهله روی ریشهأمس

 شود:های آن واقع میدر مثال فوق، عملکرد اقتصاد کشور مورد نظر در ریشه و وضعیت رشد سهام در ساقه

 

 احتمالات شرطی

 احتمالات پیشین 
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و   0.42، فضای نمونه ما تنها به دو احتمال  (  𝐵1)  مواجه شدیمرشد قیمت سهام  با  در این صورت، از آنجایی که   
 (. 0.5=0.08+0.42گیرد )شود که در مخرج کسر قرار میمحدود می 0.08

را در نظر بگیریم   0.42و باید احتمال  (    +A)، از این فضای نمونه تنها به دنبال احتمال عملکرد بهتر هستیم اکنون
 رو، احتمال عملکرد بهتر اقتصاد به شرط رشد قیمت سهام برابر است با: و از این

0.42

0.5
= 0.84 

که ویژگی  دستگاه اتومبیل به سمت پارکینگ بارگیری شده است  1000: فرض کنید یک کشتی باری شامل مثال

 باشد: ها به شرح زیر میاین اتومبیل

 (Bاتومبیل با رنگ آبی وجود دارد. )  600تعداد  -

 ( هستند. DAاتومبیل دارای کمک راننده ) 150های آبی رنگ، تعداد  در میان اتومبیل -

 ( Rاتومبیل قرمز رنگ وجود دارد. ) 400تعداد  -

 ( است. DAاتومبیل از کمک راننده برخوردار ) 200تعداد  ،های قرمز رنگ از میان اتومبیل -

 ت زیر را محاسبه نمایید: با اطلاعات فوق احتمالا

, 𝑃(𝐵)احتمالات غیر شرطی   .1 𝑃(𝑅) 
, 𝑃(𝐷𝐴|𝑅)احتمالات شرطی   .2 𝑃(𝐷𝐴|𝐵) 
,𝑃(𝐷𝐴احتمالات توأم  .3 𝐵), 𝑃(𝐷𝐴, 𝑅) 
 𝑃(𝐷𝐴)احتمال کل   .4
 𝑃(𝐵|𝐷𝐴)احتمال بیز  .5

 پاسخ:

0.42 

0.18 

0.08 

0.32 


